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Introduction

Un premier problème

Une instance =
• un ensemble de tâches J
• les durées de ces tâches (pj)j∈J

• des poids pour chacune de ces tâches (ωj)j∈J

Un ordonnancement solution =
• une famille de périodes d’exécution deux à deux disjointes

But : minimiser la somme pondérée des dates de fin
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Introduction

Illustration sur un exemple

Une instance : J ={1, 2, 3}
J1 J2 J3

p1 =4 p2 =1 p3 =2
ω1 =5 ω2 =1 ω3 =4

Un ordonnancement solution :

0

| p p p p p p p p p p
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Illustration sur un exemple

Une instance : J ={1, 2, 3}
J1 J2 J3

p1 =4 p2 =1 p3 =2
ω1 =5 ω2 =1 ω3 =4

Un ordonnancement solution :

0

| p p p p p p p p p p
J3 J2 J1

C3=3
↓

4∗3
C2=4
↓

1∗4
C1=9
↓

5∗9 → 61
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Illustration sur un exemple

Une instance : J ={1, 2, 3}
J1 J2 J3

p1 =4 p2 =1 p3 =2
ω1 =5 ω2 =1 ω3 =4

Un ordonnancement solution :

0

| p p p p p p p p p p
J3 J2 J1

C3=2
↓

4∗2
C2=3
↓

1∗3
C1=7
↓

5∗7 → 46
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Introduction

Notre problème juste-à-temps

Une instance =
• un ensemble de tâches J
• les durées de ces tâches (pj)j∈J

• une date d’échéance commune et non restrictive d >
∑

pj

• des coûts de retard pour chacune de ces tâches (αj)j∈J

• des coûts d’avance pour chacune de ces tâches (βj)j∈J

Un ordonnancement solution =
• une famille de périodes d’exécution deux à deux disjointes
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Introduction

Illustration sur un exemple

Une instance : J ={1, 2, 3, 4}
J1 J2 J3 J4

p1 =4 p2 =1 p3 =2 p4 =3

poids tous égaux : ∀j ∈J, αj = βj = 4 et d = 10

Un ordonnancement solution :

d

|
0

| p p p p p p p p p p p p p p p p
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Illustration sur un exemple

Une instance : J ={1, 2, 3, 4}
J1 J2 J3 J4

p1 =4 p2 =1 p3 =2 p4 =3

poids tous égaux : ∀j ∈J, αj = βj = 4 et d = 10

Un ordonnancement solution :

d

|
0

| p p p p p p p p p p p p p p p p
J1 J4J3 J2

5,5 ↓
5, 5 ∗ 4 = 22
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0
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Illustration sur un exemple

Une instance : J ={1, 2, 3, 4}
J1 J2 J3 J4

p1 =4 p2 =1 p3 =2 p4 =3

poids tous égaux : ∀j ∈J, αj = βj = 4 et d = 10

Un ordonnancement solution :

d

|
0

| p p p p p p p p p p p p p p p p
J1 J4J3 J2

↓
18

↓
6

↓
2

↓
6 → 32
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↓
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Introduction

Codage par les (Cj)j∈J

d

0

| p p p p p p p p p p p p p p p
J1 J4J3 J2

C1=6 C3=8C2=1 C4=4

Le coût s’écrit alors
∑
j∈J

αj ∗ [Cj − d ]+ + βj ∗ [d − Cj ]
+

En notant E ={j ∈ J |Cj 6dj} les tâches en avance
T ={j ∈ J |Cj>dj} les tâches en retard

le coût s’écrit aussi
∑
j∈E

αj ∗ (Cj − d) +
∑
j∈T

βj ∗ (d − Cj)
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Introduction

Codage par les (ej)j∈J et les (tj)j∈J

On note ∀j ∈J, ej =[d − Cj ]
+ et tj =[Cj − d ]+

d

|
0

| p p p p p p p p p p p p p p p
J1 J4J3 J2

d−2
|

d+1
|

d+4
|

↓
e1 =2
t1 =0

↓
e3 =0
t1 =0

↓
e2 =0
t1 =1

↓
e4 =0
t1 =4

Le coût s’écrit alors
∑
j∈J

αj ∗ej + βj ∗tj ← linéaire en les variables ej/tj
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État de l’art de l’ordonnancement juste-à-temps

Le problème avec poids unitaires

Le problème

Hypothèses supplémentaires :
• coûts symétriques ∀j ∈J, αj = βj

• coûts indépendants de la tâches ∀j ∈J, αj = α et ∀j ∈J, βj = β

↪→ tous les coûts égaux
∀j ∈J, αj = βj = une constante qu’on suppose valoir 1
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État de l’art de l’ordonnancement juste-à-temps

Le problème avec poids unitaires

Rappel sur les dominances

Si tous les ordonnancements optimaux vérifient une propriété p,
on dit qu’on a dominance stricte des ordonnancements vérifiant p

optimalité ⇒ p

Si au moins un ordonnancement optimal vérifie la propriété p,
on dit alors qu’on a dominance large des ordonnancements vérifiant p
� optimalité ; p
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État de l’art de l’ordonnancement juste-à-temps

Le problème avec poids unitaires

Illustration de la dominance [Kanet,81]

L’ordonnancement S vérifie ⇔ il est sans trou

Propriété

Pour le problème avec poids unitaires,
on a dominance stricte des ordonnancements
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d

|S∗ . . . . . .
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L’ordonnancement S vérifie �⇔ il admet une tâche qui finit à l’heure

Propriété

Pour le problème avec poids unitaires,
on a dominance large des ordonnancements �

d

|S +
. . . . . .

coût(S+) = coût(S∗)− ε∗∑
j∈E

αj + ε∗∑
j∈T

βj
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d

|S +
. . . . . .

coût(S+) = coût(S∗)− ε∗
∑

j∈E
αj

︸ ︷︷ ︸
α(E)

+ ε∗
∑

j∈T
βj

︸ ︷︷ ︸
β(T )
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d

|S +
. . . . . .
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L’ordonnancement S vérifie �⇔ il admet une tâche qui finit à l’heure

Propriété

Pour le problème avec poids unitaires,
on a dominance large des ordonnancements �

d

|S − . . . . . .
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État de l’art de l’ordonnancement juste-à-temps

Le problème avec poids unitaires

Illustration de la dominance � [Kanet,81]

L’ordonnancement S vérifie �⇔ il admet une tâche qui finit à l’heure

Propriété

Pour le problème avec poids unitaires,
on a dominance large des ordonnancements �

d

|S∗ . . . . . .

donc α(E ) = β(T ) et donc coût(S+)=coût(S−)=coût(S∗)
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État de l’art de l’ordonnancement juste-à-temps

Le problème avec poids unitaires

Utilisation des dominances [Kanet,81]

On cherche l’optimum parmi les ordonnancements et �
donc de la forme :

d

|
JB1 JB2 . . . JBb JAa . . . JA2 JA1

le coût s’écrit
a∑

k=1
k∗pAk

+
b∑

k=1
(k−1)∗pBk
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État de l’art de l’ordonnancement juste-à-temps

Le problème avec poids unitaires

Se ramener à un problème d’affectation [Kanet,81]

Quand a et b sont fixés
on est ramené à un simple
problème d’affectation

a∑
k=1

k∗pAk
+

b∑
k=1

(k−1)∗pBk

p1

p2

..
.

pn

A1
×1e

A2
×2e

..
.

Aa

×ae

B1
×0e

B2
×1e

..
.

Bb
×(b − 1)e

?

?

?

?

?
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État de l’art de l’ordonnancement juste-à-temps

Le problème avec poids unitaires

L’algorithme de Kanet sur l’exemple [Kanet,81]

J1 J2 J3 J4

d

|
J1

d

|
J1 J4

d

|
J1 J4J3

d

|
J1 J4J3 J2

d

|
J1 J4J3 J2p p p p p p p p p p p p p

↓
16

↓
4

↓
0

↓
8 → 28
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État de l’art de l’ordonnancement juste-à-temps

Le problème avec poids unitaires

Conclusion

Algorithme de Kanet en O(n log n)
↪→ le problème avec poids unitaires αj = βj = 1 est dans P.
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État de l’art de l’ordonnancement juste-à-temps

Le problème avec poids symétriques

Le problème

Hypothèses supplémentaires :
• coûts symétriques ∀j ∈J, αj = βj

↪→ on pose ∀j ∈J, ωj := αj = βj

� Ici le coût dépend de la tâche !
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État de l’art de l’ordonnancement juste-à-temps

Le problème avec poids symétriques

Dominances [Hall & Posner,91]

On pose ∀j ∈J, rj := ωj/pj

Propriété

Pour le problème avec coûts symétriques, on a :
• dominance large des ordonnancements
• dominance large des ordonnancements �

• dominance stricte des ordonnancements ↗↘r

où S vérifie ↗↘r⇔
{
les tâches en avance sont par r croissant
les tâches en retard sont par r décroissant

19 / 58



État de l’art de l’ordonnancement juste-à-temps

Le problème avec poids symétriques

Dominances [Hall & Posner,91]

On pose ∀j ∈J, rj := ωj/pj

Propriété

Pour le problème avec coûts symétriques, on a :
• dominance large des ordonnancements
• dominance large des ordonnancements �

• dominance stricte des ordonnancements ↗↘r

où S vérifie ↗↘r⇔
{
les tâches en avance sont par r croissant
les tâches en retard sont par r décroissant

19 / 58



État de l’art de l’ordonnancement juste-à-temps

Le problème avec poids symétriques

Dominances [Hall & Posner,91]

On pose ∀j ∈J, rj := ωj/pj

Propriété

Pour le problème avec coûts symétriques, on a :
• dominance large des ordonnancements
• dominance large des ordonnancements �
• dominance stricte des ordonnancements ↗↘r

où S vérifie ↗↘r⇔
{
les tâches en avance sont par r croissant
les tâches en retard sont par r décroissant

19 / 58



État de l’art de l’ordonnancement juste-à-temps

Le problème avec poids symétriques

Complexité du problème [Hall & Posner,91]

• algorithme de programmation dynamique en O(nP) où P =
∑
j∈J

pj

� c’est une complexité pseudo-polynomiale

Propriété

Le problème avec poids symétriques est NP-difficile au sens faible
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État de l’art sur l’approche polyédrale du problème min
∑
ωiCi

Le problème

Une instance =
• un ensemble de tâches J
• les durées de ces tâches (pj)j∈J

• des poids pour chacune de ces tâches (ωj)j∈J

Un ordonnancement solution =
• une famille de périodes d’exécution deux à deux disjointes

But : minimiser
∑
ωiCi
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État de l’art sur l’approche polyédrale du problème min
∑
ωiCi

Règle de Smith [Smith,56]

L’ordonnancement S vérifie ⇔ il est sans trou et tassé à gauche

L’ordonnancement S vérifie ↘r⇔ les tâches sont par ratio décroissant
où ∀j ∈J, rj := ωj/pj

Propriété

Pour le problème de minimisation de la somme des dates de fins,
on a dominance stricte des ordonnancements et ↘r

↪→algorithme en O(n log n)
↪→ce problème ∈ P
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État de l’art sur l’approche polyédrale du problème min
∑
ωiCi

Structure du polyèdre

Ensemble des solutions [Queyranne,93]

Une instance =
• un ensemble de tâches J
• les durées de ces tâches (pj)j∈J

• des poids pour chacune de ces tâches (ωj)j∈J

Q := ↪→On va étudier Conv(Q)
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État de l’art sur l’approche polyédrale du problème min
∑
ωiCi

Structure du polyèdre

Illustration pour n=2 [Queyranne,93]

0

C2

0
C1

Conv(Q)

_p2

Cσ
′
•

p
p1+p2

p
p1

Cσ
•_p1+p2

Kσ

Kσ′

u2,σ
u1,σ

u2,σ′

u1,σ′

σ=
{
1 7→1
2 7→2

σ′=
{
1 7→2
2 7→1
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État de l’art sur l’approche polyédrale du problème min
∑
ωiCi

Structure du polyèdre

Description géométrique [Queyranne,93]

Q =
⋃
σ∈S

Kσ

↪→ Conv(Q)=Conv{Cσ |σ ∈ Sn}+ CC°
{
ui ,σ | i∈[1..n]

σ∈Sn

}

↪→ Conv(Q) = Conv ({Cσ |σ ∈ Sn}) + (R+)J

0

C2

0
C1

Conv(Q)

_p2

Cσ
′
•

p
p1+p2

p
p1

Cσ
•_p1+p2

Kσ

Kσ′

u2,σ
u1,σ

u2,σ′

u1,σ′
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État de l’art sur l’approche polyédrale du problème min
∑
ωiCi

Description du polyèdre par des inégalités

Inégalités de Queyranne [Queyranne,93]

Inégalité facette : 〈ω |C 〉 > c où ω ∈ (R+)J et où c = min
C∈Q
〈ω |C 〉

Poids particuliers : ωS :=
∑
j∈S

pj1j pour S⊂J

g :=

(
P(J)→ R
S 7−→ min

C∈Q

)

Polyèdre de Queyranne : PQ :=
{
C ∈RJ ∀S⊂J, p∗C (S) > g(S)

}

Résultat : PQ = Conv(Q)
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État de l’art sur l’approche polyédrale du problème min
∑
ωiCi

Une autre preuve, constructive

Idée, par contraposée [AEF]

But point extrême ⇒ sans-chevauchement

Preuve par contraposée "chevauchement" ⇒ non extrême

Preuve plus précisément "chevauchement" ⇒ milieu de deux points

Soit C ∈PQ avec chevauchement : il existe (i , j)∈J2 tels que
Ci 6 Cj < Ci + pj

p p p p p p
Ji

|
Ci

Jj

|
Ci +pj

pj
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État de l’art sur l’approche polyédrale du problème min
∑
ωiCi

Une autre preuve, constructive

On aimerait poser... [AEF]

C =
C+− + C−+

2
où

C+− :=C + ε
pi

1i − ε
pj

1j

C−+ :=C − ε
pi

1i + ε
pj

1j p p p p p p
Ji

|
Ci

Jj

|
Ci +pj

pj

Choisir ε tel que ∀S⊂J,
∑
k∈S

pkC
+−
k > g(S) et

∑
k∈S

pkC
−+
k > g(S)

→ Si i ∈S et j ∈S X

→ Si i /∈S et j /∈SX
→ Si i /∈S et j ∈S

↪→ ε1 :=min
{
p∗C (S1)− g(S1) |S ∈P∗(J), i /∈S1, j ∈S1}

→ Si i ∈S et j /∈S
↪→ ε2 := min

{
p∗C (S2)− g(S2) |S ∈P∗(J), i ∈S2, j /∈S2}
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On aimerait poser... [AEF]

C =
C+− + C−+

2
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1i − ε
pj

1j

C−+ :=C − ε
pi

1i + ε
pj

1j p p p p p p
Ji

|
Ci

Jj

|
Ci +pj

pj
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∑
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pkC
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État de l’art sur l’approche polyédrale du problème min
∑
ωiCi

Une autre preuve, constructive

Vérifier que ε1 > 0 [AEF]

Lemme

Si Ci 6 Cj , alors ∀S1 ∈ P(J),
i /∈S1

j ∈S1

}
⇒ p∗C (S1) > g(S1)
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État de l’art sur l’approche polyédrale du problème min
∑
ωiCi

Une autre preuve, constructive

Vérifier que ε2 > 0 [AEF]

Lemme

Si Cj < Ci + pj , alors ∀S2∈P(J),
i ∈S2

j /∈S2

}
⇒ p∗C (S2) > g(S2)

Par l’absurde s’il existe S2 avec i /∈S1

j ∈S1 tel que p∗C (S1) = g(S1)

De même on a Ci 6 p(S2)

p∗C (S2∪{j})= p∗C (S2) + pjCj

= g(S2) + pjCj

< g(S2) + pj [Ci + pj ]
6 g(S2) + pj [p(S2) + pj ]
= g(S2 ∪ {j})
6 p∗C (S2∪{j})

31 / 58



État de l’art sur l’approche polyédrale du problème min
∑
ωiCi

Une autre preuve, constructive

Vérifier que ε2 > 0 [AEF]

Lemme

Si Cj < Ci + pj , alors ∀S2∈P(J),
i ∈S2

j /∈S2

}
⇒ p∗C (S2) > g(S2)

Par l’absurde s’il existe S2 avec i /∈S1

j ∈S1 tel que p∗C (S1) = g(S1)

De même on a Ci 6 p(S2)

p∗C (S2∪{j})= p∗C (S2) + pjCj

= g(S2) + pjCj

< g(S2) + pj [Ci + pj ]
6 g(S2) + pj [p(S2) + pj ]
= g(S2 ∪ {j})
6 p∗C (S2∪{j})

31 / 58



État de l’art sur l’approche polyédrale du problème min
∑
ωiCi

Une autre preuve, constructive

Vérifier que ε2 > 0 [AEF]

Lemme

Si Cj < Ci + pj , alors ∀S2∈P(J),
i ∈S2

j /∈S2

}
⇒ p∗C (S2) > g(S2)

Par l’absurde s’il existe S2 avec i /∈S1

j ∈S1 tel que p∗C (S1) = g(S1)

De même on a Ci 6 p(S2)

p∗C (S2∪{j})= p∗C (S2) + pjCj

= g(S2) + pjCj

< g(S2) + pj [Ci + pj ]
6 g(S2) + pj [p(S2) + pj ]
= g(S2 ∪ {j})
6 p∗C (S2∪{j})

31 / 58



État de l’art sur l’approche polyédrale du problème min
∑
ωiCi

Une autre preuve, constructive

Vérifier que ε2 > 0 [AEF]

Lemme

Si Cj < Ci + pj , alors ∀S2∈P(J),
i ∈S2

j /∈S2

}
⇒ p∗C (S2) > g(S2)

Par l’absurde s’il existe S2 avec i /∈S1

j ∈S1 tel que p∗C (S1) = g(S1)

De même on a Ci 6 p(S2)

p∗C (S2∪{j})= p∗C (S2) + pjCj

= g(S2) + pjCj

< g(S2) + pj [Ci + pj ]
6 g(S2) + pj [p(S2) + pj ]
= g(S2 ∪ {j})
6 p∗C (S2∪{j})

31 / 58



État de l’art sur l’approche polyédrale du problème min
∑
ωiCi

Une autre preuve, constructive

Vérifier que ε2 > 0 [AEF]

Lemme

Si Cj < Ci + pj , alors ∀S2∈P(J),
i ∈S2

j /∈S2

}
⇒ p∗C (S2) > g(S2)

Par l’absurde s’il existe S2 avec i /∈S1

j ∈S1 tel que p∗C (S1) = g(S1)

De même on a Ci 6 p(S2)

p∗C (S2∪{j})= p∗C (S2) + pjCj

= g(S2) + pjCj

< g(S2) + pj [Ci + pj ]
6 g(S2) + pj [p(S2) + pj ]
= g(S2 ∪ {j})
6 p∗C (S2∪{j})

31 / 58



État de l’art sur l’approche polyédrale du problème min
∑
ωiCi

Une autre preuve, constructive

Vérifier que ε2 > 0 [AEF]

Lemme

Si Cj < Ci + pj , alors ∀S2∈P(J),
i ∈S2

j /∈S2

}
⇒ p∗C (S2) > g(S2)

Par l’absurde s’il existe S2 avec i /∈S1

j ∈S1 tel que p∗C (S1) = g(S1)

De même on a Ci 6 p(S2)

p∗C (S2∪{j})= p∗C (S2) + pjCj

= g(S2) + pjCj

< g(S2) + pj [Ci + pj ]

6 g(S2) + pj [p(S2) + pj ]
= g(S2 ∪ {j})
6 p∗C (S2∪{j})

31 / 58



État de l’art sur l’approche polyédrale du problème min
∑
ωiCi

Une autre preuve, constructive

Vérifier que ε2 > 0 [AEF]

Lemme

Si Cj < Ci + pj , alors ∀S2∈P(J),
i ∈S2

j /∈S2

}
⇒ p∗C (S2) > g(S2)

Par l’absurde s’il existe S2 avec i /∈S1

j ∈S1 tel que p∗C (S1) = g(S1)

De même on a Ci 6 p(S2)

p∗C (S2∪{j})= p∗C (S2) + pjCj

= g(S2) + pjCj

< g(S2) + pj [Ci + pj ]
6 g(S2) + pj [p(S2) + pj ]

= g(S2 ∪ {j})
6 p∗C (S2∪{j})

31 / 58



État de l’art sur l’approche polyédrale du problème min
∑
ωiCi

Une autre preuve, constructive

Vérifier que ε2 > 0 [AEF]

Lemme

Si Cj < Ci + pj , alors ∀S2∈P(J),
i ∈S2

j /∈S2

}
⇒ p∗C (S2) > g(S2)

Par l’absurde s’il existe S2 avec i /∈S1

j ∈S1 tel que p∗C (S1) = g(S1)

De même on a Ci 6 p(S2)

p∗C (S2∪{j})= p∗C (S2) + pjCj

= g(S2) + pjCj

< g(S2) + pj [Ci + pj ]
6 g(S2) + pj [p(S2) + pj ]
= g(S2 ∪ {j})

6 p∗C (S2∪{j})

31 / 58



État de l’art sur l’approche polyédrale du problème min
∑
ωiCi

Une autre preuve, constructive

Vérifier que ε2 > 0 [AEF]

Lemme

Si Cj < Ci + pj , alors ∀S2∈P(J),
i ∈S2

j /∈S2

}
⇒ p∗C (S2) > g(S2)

Par l’absurde s’il existe S2 avec i /∈S1

j ∈S1 tel que p∗C (S1) = g(S1)

De même on a Ci 6 p(S2)

p∗C (S2∪{j})= p∗C (S2) + pjCj

= g(S2) + pjCj

< g(S2) + pj [Ci + pj ]
6 g(S2) + pj [p(S2) + pj ]
= g(S2 ∪ {j})
6 p∗C (S2∪{j})

31 / 58



Étude polyédrale du problème juste-à-temps (coûts quelconques)
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Étude polyédrale du problème juste-à-temps (coûts quelconques)

Formulation (e, t, δ, l, r)

Le problème

Une instance =

• un ensemble de tâches J

• les durées de ces tâches (pj)j∈J

• une date d’échéance commune et non restrictive d >
∑

pj

• des coûts de retard pour chacune de ces tâches (αj)j∈J

• des coûts d’avance pour chacune de ces tâches (βj)j∈J
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Étude polyédrale du problème juste-à-temps (coûts quelconques)

Formulation (e, t, δ, l, r)

Idée [AEF]

Utiliser les variables e et t pour pouvoir exprimer le coût linéairement.

MAIS il faut assurer :

[cohérence] Avec ei et ti on peut déterminer la période d’exécution de Ji

[non-chevauchement] Les périodes d’exécution sont deux à deux disjointes.

[positivité] Les périodes d’exécution ne commencent pas avant le temps 0.
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Étude polyédrale du problème juste-à-temps (coûts quelconques)

Formulation (e, t, δ, l, r)

Assurer la cohérence [AEF]

• Introduire des variables disjonctives → δj

∀j ∈J, ej > 0
ej 6 Mδj

(e.1)
(e.2)

∀j ∈J, tj > 0
tj 6 M(1− δj)

(t.1)
(t.2)

• Pour M assez grand, ces contraintes assurent la cohérence

• Avec M :=
∑
j∈J

pj on a aussi la positivité
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Étude polyédrale du problème juste-à-temps (coûts quelconques)

Formulation (e, t, δ, l, r)

Idée pour assurer le non-chevauchement [AEF]

• Pour un ordonnancement � :

non-chevauchement =

tâches en avance
à gauche de d

et tâches en retard
à droite de d

non-chevauchement
côté avance

et non-chevauchement
côté retard

↪→ Utiliser les inégalités de Queyranne, de part et d’autre de la due-date :{
∀S⊂J, p ∗ t(S) > g(S)

∀S⊂J, p ∗ [p + e](S) > g(S)

d

|
0
|Ji |

eipi

Jt Jt Ji |
Ci = pi+ei
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Ci = pi+ei
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Étude polyédrale du problème juste-à-temps (coûts quelconques)

Formulation (e, t, δ, l, r)

Ces inégalités sont-elles valides ? [AEF]

Pour S ={i , j} où ti =0 l’inégalité s’écrit : pj tj >
1
2

[(pi + pj)
2 + (p2

i + p2
j )]

= p2
i + p2

j + pipj
> p2

j

Inégalité non valide pour

d

|
Ji Jj

↪→ On pose E ′ :=
{
j ∈J | δj =1

}
et T :=

{
j ∈J | δj =0

}
pour écrire :

{
∀S⊂J, p ∗ [p + e](S∩E ′) > g(S∩E ′) (S1’)
∀S⊂J, p ∗ t(S∩T ) > g(S∩T ) (S2’)
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Étude polyédrale du problème juste-à-temps (coûts quelconques)

Formulation (e, t, δ, l, r)

Éliminer les intersections [AEF]

(S1’)⇔ ∀S⊂J,
∑

j∈J

pj [pj + ej ]δj >
1
2


(∑

j∈J

pjδj
)2

+
∑

j∈J

p2
j δj




⇔ ∀S⊂J,
∑

j∈J

p2
j δj +

∑

j∈J

pj ejδj︸︷︷︸
=ej

>
1
2

∑

(i,j)∈J2

pipjδiδj +
1
2

∑

j∈J

p2
j δj

⇔ ∀S⊂J,

�
�
��

∑

j∈J

p2
j δj +

∑

j∈J

pjej >
1
2

∑

(i,j)∈J2

i�=j

pipjδiδj +

��
���1

2

∑

j∈J

p2
j δ

2
j

=δj

+

�
�

�
��1

2

∑

j∈J

p2
j δj

⇔ ∀S⊂J,
∑

j∈J

pjej >
∑

(i,j)∈J2

i<j

pipjδiδj
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Étude polyédrale du problème juste-à-temps (coûts quelconques)

Formulation (e, t, δ, l, r)

Éliminer le terme quadratique [AEF]

On introduit des variables li,j vérifiant ∀(i , j)∈J<, li,j > 0
li,j 6 δi
li,j 6 δj
li,j > δi + δj − 1

(l .1)
(l .2)
(l .3)
(l .4)

∀(i , j) ∈ J<, δiδj =1⇔
{
δi =1
δj =1
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Étude polyédrale du problème juste-à-temps (coûts quelconques)
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On introduit des variables ri,j vérifiant ∀(i , j)∈J<, ri,j > 0
ri,j 6 (1−δi )
ri,j 6 (1−δj)
ri,j > 1− δi − δj

(r .1)
(r .2)
(r .3)
(r .4)

∀(i , j) ∈ J<, (1−δi )(1−δj)=1⇔
{
δi =0
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Étude polyédrale du problème juste-à-temps (coûts quelconques)

Formulation (e, t, δ, l, r)

Formulation [AEF]

P"e,t,δ,l,r" :=
{

(e, t, δ, l , r)∈ RJ × RJ × RJ × RJ< × RJ< |

∀j ∈J, ej > 0
ej 6 Mδj

(e.1)
(e.2)

∀j ∈J, tj > 0
tj 6 M(1− δj)

(t.1)
(t.2)

∀j ∈J, 0 6 δj 6 1 (δ)

∀(i , j)∈J<, li,j > 0
li,j 6 δi
li,j 6 δj
li,j > δi + δj − 1

(l .1)
(l .2)
(l .3)
(l .4)

∀(i , j)∈J<, ri,j > 0
ri,j 6 (1−δi )
ri,j 6 (1−δj)
ri,j > 1− δi − δj

(r .1)
(r .2)
(r .3)
(r .4)

∀S ∈P∗(J),
∑
i∈S

piei >
∑

(i,j)∈S<
pipj li,j

∑
i∈S

pi ti >
∑

(i,j)∈S<
pipj ri,j +

∑
i∈S

p2
i (1− δi )

(S1)

(S2) }
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Étude polyédrale du problème juste-à-temps (coûts quelconques)

Intérêt du polyèdre P"e,t,δ,l,r"

Extr* [AEF]

Définition

Extr∗ :=




x∗∈Extr(P"e,t,δ,l,r")

x∗=(e, t, δ, l , r) avec (δ, l , r)∈{0, 1}n2

il existe des coûts (α, β)∈(R+∗)2n tq
x∗ minimise 〈α|e〉+ 〈β|t〉 sur P"e,t,δ,l,r"





Propriété

Si x ∈Extr∗ alors x code un ordonnancement réalisable et � .

Propriété

Réciproquement un ordonnancement réalisable et � est codé par un
vecteur de Extr∗.
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Étude polyédrale du problème juste-à-temps (coûts quelconques)

Problème de séparation associé

Inégalités à séparer

∀S ∈P∗(J),
∑
i∈S

piei >
∑

(i,j)∈S<
pipj li,j

∑
i∈S

pi ti >
∑

(i,j)∈S<
pipj ri,j +

∑
i∈S

p2
i (1− δi )

(S1)

(S2)

deux familles d’inégalités en nombre exponentiel
↪→ deux problèmes de séparation parallèles

∀S⊂J,
∑

i∈S

piei >
∑

(i,j)∈S<
pipj li,j

↪→ séparation 1 = maximisation de Γ1
séparation 2 = maximisation de Γ2
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Étude polyédrale du problème juste-à-temps (coûts quelconques)

Problème de séparation associé

Difficulté du problème

Γ1 et Γ2 sont super modulaires

↪→ algorithme de séparation polynomial
↪→ algorithme de coupes polynomial
↪→ difficulté du problème due aux δ entiers
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Étude expérimentale

1. Introduction

2. État de l’art de l’ordonnancement juste-à-temps

3. État de l’art sur l’approche polyédrale du problème min
∑
ωiCi

4. Étude polyédrale du problème juste-à-temps (coûts quelconques)

5. Étude expérimentale
Un algorithme de Branch-and-Cut
Résultats expérimentaux

6. Conclusion

44 / 58



Étude expérimentale

Un algorithme de Branch-and-Cut

De la théorie à la pratique

• Formulation mixte ↪→ algorithme de branchement

• Notre formulation n’est pas compacte ↪→ algorithme de coupe

• En dur les inégalités (e,-), (t,-),(δ,-),(l ,-),(r ,-) et (S2) avec S singleton

• À séparer les inégalités (S1) et (S2) restantes

• Algorithme global codé avec Cplex

• Problème de séparation ramené à MAX-CUT dans un graphe complet
↪→utilisation de Cplex à un autre niveau
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Étude expérimentale

Résultats expérimentaux

Le benchmark [Biskup & Feldmann,01]

on fixe n
on fait varier k schéma de génération−−−−−−−−−−−−−−−→



pj
αj

βj


 pour chaque k

↪→ instances non-restrictives disponibles en ligne
http://people.brunel.ac.uk/~mastjjb/jeb/orlib/schinfo.html

Pour la due-date on pose d = h ∗∑
j∈J

pj pour divers h ∈]0, 1]

Tests de leurs heuristiques.
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Étude expérimentale

Résultats expérimentaux

Leurs résultats pour n=10
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Étude expérimentale

Résultats expérimentaux

Nos résultats pour n=10, avec séparation exacte

k p(J) valeur temps tps sépa nb sépa nb inég nb sol nb
en sec exacte exacte ajoutées entières noeud

1 116 818 0,56 0,52 48(3) 24 3(0) 12
2 129 615 0,23 0,20 18(3) 12 1(0) 3
3 125 793 0,67 0,61 54(3) 25 5(0) 16
4 102 803 0,42 0,38 34(3) 18 4(0) 13
5 94 521 0,30 0,26 24(3) 15 3(0) 15
6 88 755 0,43 0,37 30(4) 16 3(0) 41
7 103 1083 0,84 0,78 68(3) 31 8(0) 46
8 79 540 0,37 0,33 28(3) 16 2(0) 13
9 92 554 0,52 0,47 44(4) 22 4(0) 28
10 127 671 0,63 0,59 52(3) 25 5(0) 9
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Étude expérimentale

Résultats expérimentaux

Nos résultats pour n=10, avec séparation heuristique

k p(J) valeur temps sépa. heuristique sépa. exacte nb nb nb
en sec tps nb tps nb inég. sol nd

1 116 818 0,54 104(14) 1,7E-04 42(0) 0,48 49 5(0) 13
2 129 615 0,17 26(3) 6,9E-05 12(0) 0,14 16 1(0) 5
3 125 793 0,29 50(6) 1,1E-04 20(0) 0,23 35 3(0) 47
4 102 803 0,39 72(2) 1,6E-04 28(0) 0,32 45 4(0) 47
5 94 521 0,40 60(3) 1,3E-04 30(0) 0,35 32 4(0) 26
6 88 755 0,33 66(2) 1,5E-04 22(0) 0,26 45 2(0) 56
7 103 1083 0,44 68(12) 1,5E-04 31(0) 0,36 48 4(0) 69
8 79 540 0,24 40(6) 8,7E-05 16(0) 0,20 29 1(0) 32
9 92 554 0,41 56(11) 1,1E-04 33(0) 0,36 22 5(0) 7
10 127 671 0,30 40(7) 9,7E-05 22(0) 0,26 22 5(0) 13
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Étude expérimentale

Résultats expérimentaux

Nos résultats pour n=20, avec séparation exacte

k p(J) valeur temps sépa. exacte nb nb nb prop. valeurs écart
en sec tps nb inég sol nd avance article relatif

1 217 2986 52,56 50,49 192(3) 133 8(0) 424 0,44 2986 -
2 237 2980 44,72 43,65 172(3) 107 9(0) 204 0,67 2980 -
3 233 3583 44,24 42,27 166(3) 109 8(0) 578 0,46 3600 0,5%
4 230 3040 36,77 35,48 148(3) 111 6(0) 337 0,67 3040 -
5 188 2173 30,75 29,54 114(3) 96 4(0) 334 0,52 2206 1,5%
6 207 3010 70,29 69,18 246(45) 111 15(0) 208 0,53 3016 0,2%
7 244 3878 61,18 60,00 248(43) 114 12(0) 208 0,67 3900 0,6%
8 202 1638 50,07 48,79 198(11) 129 10(0) 194 0,57 1638 -
9 139 1965 72,36 70,26 214(3) 132 16(0) 424 0,51 1992 1,4%
10 216 1995 27,68 26,95 104(3) 62 6(0) 149 0,67 1995 -
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Étude expérimentale

Résultats expérimentaux

Nos résultats pour n=20, avec séparation heuristique
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Conclusion

En résumé

Le stage :

• un état de l’art à deux entrées

• une nouvelle formulation pour le problème due-date commune
non restrictive
poids quelconques

• une partie implémentation et expérimentation
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Conclusion

Améliorations

La suite :

• améliorer l’algorithme de séparation

• enrichir la formulation pour le cas restrictif

• retrouver la polynomialité du cas des poids unitaires

• comparer, envisager d’autres formulations

• caractériser complètement le polyèdre
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KANET [10]

due date commune ∈ P
non restrictive O(n log n)

coûts symétriques
indépendants de la tâche
�→ αi = βi = 1

due date commune ∈ P
non restrictive O(n log n)

coûts quelconques
indépendants de la tâche
�→ αi = α et βi = β

due date commune NP-difficile
non restrictive car déjà avec

symétriecoûts quelconques
dépendant de la tâche au sens ? ?
�→ αi et βi

HALL et POSNER [7]

due date commune NP-difficile
non restrictive par réduction

de EOPcoûts symétriques
dépendant de la tâche au sens

faible O(nP )�→ αi = βi = ωi

commune ∈ P
non restrictive O(n)

coûts symétriques
dépendant de la tâche
�→ αi = βi = ωi

ωi = pi [7]

commune ∈ P
non restrictive O(n log n)

coûts symétriques
dépendant de la tâche
�→ αi = βi = ωi

pi = p [7]

due date commune NP-difficile
et restrictive par réduction

de EOP 1 [8]coûts symétriques
indépendants de la tâche au sens

faible O(n2d)�→ αi = βi = 1

1. EOP=EVEN-ODD PARTITION est défini en section 4

commune ∈ P
restrictive O(n)

coûts symétriques
indépendants de la tâche
�→ αi = βi = 1

pi = p [8]

HOOGEVEEN et VAN DE VELDE [8]

due date commune NP-difficile
et restrictive car déjà sans

pondérationcoûts symétriques
dépendant de la tâche au sens faible

O(n2d) [8]�→ αi = βi = ωi

due date commune NP-
difficile

et restrictive car déjà avec
symétriecoûts quelconques

indépendants de la tâche au sens
faible [9]�→ αi = α et βi = β

due date commune NP-difficile
et restrictive car déjà sans

poids ou
avec symétrie

coûts quelconques
dépendant de la tâche
�→ αi et βi au sens ? ?

commune ∈ P
restrictive O(n log n)

coûts symétriques
dépendant de la tâche
�→ αi = βi = ωi

pi = p [8]

commune ∈ P
restrictive O(n log n)

coûts symétriques par pi �
avec d
placée au
milieu

dépendant de la tâche
�→ αi = βi = ωi

ωi = pi [8]

GAREY, TARJAN, WILFONG [3]

due dates quelconques NP-difficile
coûts symétriques réduction de

EOPindépendants de la tâche
�→ αi = βi = 1 au sens ? ?

due dates quelconques NP-difficile
coûts quelconques car déjà avec

symétrieindépendants de la tâche
�→ αi = α et βi = β au sens ? ?

due dates quelconques NP-difficile
coûts symétriques car déjà sans

pondérationdépendant de la tâche
�→ αi = βi = ωi au sens ? ?

due dates quelconques NP-diff. au
sens fortcoûts quelconques

dépendant de la tâche car plus dur
que

�
ωiTiαi et βi

due date quelconques ∈ P
coûts symétriques O(n log n)
indépendants de la tâche
�→ αi = βi = 1

pi = p

due date quelconques ? ? ?
coûts quelconques
indépendants de la tâche
�→ αi = α et βi = β

pi = p

due date quelconques ? ? ?
coûts symétriques
dépendant de la tâche
�→ αi = βi = ωi

pi = p

due date quelconques ? ? ?
coûts quelconques
dépendant de la tâche
�→ αi et βi

pi = p

due dates quelconques ∈ P
coûts symétriques O(n log n)
indépendants de la tâche
�→ αi = βi = 1

séquence fixée [3]

due dates quelconques ∈ P
coûts quelconques O(n log n)
indépendants de la tâche
�→ αi = α et βi = β

séquence fixée [3]

due dates quelconques ∈ P
coûts symétriques O(n log n)
dépendant de la tâche
�→ αi = βi = ωi

séquence fixée [3]

due dates quelconques ∈ P
coûts quelconques O(n log n)
dépendant de la tâche
�→ αi et βi

séquence fixée [3]
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